Темы научно-исследовательских задач по МАТЕМАТИКЕ – 2010 г.

Задворный Б.В.

1. Таблицы и прямые. А)  Дана таблица 4×4. В каждом квадратике 1×1 отмечен центр. Сколько существует различных прямых, проходящих только через два центра? Та же задача для доски т×п. а) Придумать алгоритм; б) попробовать найти рекуррентную формулу (или оценку).
Б) Дана таблица 4×4. В каждом квадратике 1×1 отмечен центр. Какое наименьшее количество прямых общего положения требуется для того, чтобы покрыть (зачеркнуть) все центры. Та же задача для доски т×п. а) Придумать алгоритм; б) попробовать найти рекуррентную формулу (или оценку).

2. Разрезания на прямоугольники различных фигур (не только прямоугольников)
Можно ли замостить доску 10×10 прямоугольниками 1×4?
Какое наибольшее количество полосок    а) 1×5;     б) 1×6;    в) 1×7 можно вырезать из листа клетчатой бумаги размером 27×34? (Резать можно только по линиям клеток.)
Можно ли ввести отношение эквивалентности для разрезания различных досок, классы эквивалентности, элементарные представители классов.

3. Переливания (классические задачи, без концентраций, искусственных дополнительных условий).   

 А) Имеются две банки: 5 л и 3 л. Как с помощью этих банок налить в десятилитровое ведро 4 л воды? (Воду можно переливать из одной емкости в другую, доливать из крана, из другой емкости, вообще выливать.).

Б) Рассмотреть задачу в общем виде: банки а литров и b литров, какое количество литров с можно получить с их помощью. Изучить различные алгоритмы и подходы. Использовать диофантовы уравнения, математический бильярд, косоугольные координаты; рассмотреть задачу с ограничениями.

В) Решить указанную задачу для трех сосудов, при наличии ограничений  и т.п. 

*** ДРУГАЯ ЗАДАЧА о переливаниях:

Г) Интересна идея в задаче №33 из сб. «Всеросс. олим. школьн. по мат. 1993-2006»: «Имеется семь одинаковых стаканов с водой: первый стакан заполнен водой наполовину, второй на треть, третий на четверть, четвертый на одну пятую, пятый на одну восьмую, шестой – на одну девятую, и седьмой на одну десятую. Разрешается переливать воду из одного стакана в другой или переливать воду из одного стакана в другой до тех пор, пока тот не заполнится доверху. Может ли после нескольких переливаний какой-нибудь стакан оказаться наполненным:

а) на одну двенадцатую; 

б) на одну шестую»; 

в) (моя задача, Б.З.) найти все множество значений т/п такие, что можно некоторой последовательностью переливаний получить стакан, заполненный на т/п (0 < т/п < 1, т, п ( N). Для решения этой задачи нужно будет подробно изучить различные комбинации переливаний, по существу понять что мы можем добавить в некоторый стакан (или сосуд), что из него отнять (своеобразное «сложение» и «вычитание»), как все это зависит от исходной комбинации стаканов (сосудов) и их заполненности.      ______                                                                                             .      

5. Делимость произведения чисел на их сумму. Получите условия, при которых произведение п чисел делится на их сумму (числа не обязательно должны быть разными; случай, когда все различны - это отдельный пункт задачи). Источник задачи: № 144 из сб. «400 олимпиадных задач для школьников и студентов (из журнала «АММ»)», в которой рассматриваются произведения и суммы п последовательных натуральных чисел (отдельно четный и нечетный случай). См. также № 324 из указанного сборника. 

     Возможно обобщение этой задачи на многочлены

6. «Лопающиеся» круги (шары). (источник: задачник «Кванта» М1204, № 1, 1990 г.) На плоскости заданы точки А, В, С – центры трех кругов. Каждый круг равномерно раздувается (радиус увеличивается с одинаковой для всех кругов скоростью). Как только два круга касаются друг друга, они «лопаются» - их радиусы моментально уменьшаются до нуля – и начинают расти снова. Верно ли, что если расстояния АВ, ВС, СА – целые числа, то этот процесс будет периодическим?


А) Можно начать исследование с двух кругов с различными расстояниями между их центрами.


Б) Изучите, как может развиваться этот процесс, если треугольник АВС а) равносторонний; б) равнобедренный, в) прямоугольный со сторонами 3, 4, 5. Начальное состояние тоже может быть произвольным (не только нулевым).


В) Изучите различные обобщения этой задачи: на п кругов; в пространстве и др.

7. Сравнение расстояний (см. задачи 181 и 172 (Венг.мат.олимп., М, 1976г.) и 13.11 (Заруб.мат.олимп., М.,1987 г.))

· Четыре точки, лежащие на одной прямой, задают 6 различных отрезков. Докажите, что длина наибольшего из этих отрезков превышает длину наименьшего не менее чем в 3 раза.

· Докажите, что если четыре точки лежат в одной плоскости, то длина наибольшего из отрезков, образованных этими точками, превышает длину наименьшего не менее чем в 
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раз.

· Обобщите задачи пунктов 1 и 2 на п точек (хотя бы для некоторых значений п).

· Пусть п точек лежат на одной окружности. Расстояния между двумя точками на окружности можно определять по-разному. Например, как длину меньшей дуги окружности, концами которой они являются. Или, как длину хорды их соединяющей. Решите задачи аналогичные предыдущим для точек, лежащих на окружности, с различными определениями расстояния.

· Придумайте и исследуйте другие обобщения этой задачи (например, для точек, принадлежащих другим фигурам, или для точек в пространстве).

9. Перекладывание камней.  По кругу стоят n коробочек, в одной из них белый и чёрный камни, прочие пусты. Игроки перекладывают по очереди камни: первый перекладывает белый камень по часовой стрелке через одну или через две коробочки, второй — чёрный камень против часовой стрелки также через одну или через две. Победит тот, кто положит свой камень в коробочку с камнем соперника. Кто одержит победу при правильной игре? Рассмотрите случаи:

а) n = 13;

б) n = 14;

в) n = 15;

г) n произвольно.

Исследовать задачу при других длинах ходов.

Интересно, кстати, можно ли так подобрать длины ходов, чтобы была возможна ничья, и камни так и ходили по кругу от прохода до прохода?

10. Суммы цифр последовательностей чисел

а) Можно ли разделить все натуральные числа от 1 до 100 (или от 1 до 1000) на два множества таким образом, чтобы сумма цифр всех чисел одного множества была равна сумме цифр всех чисел второго?

б) Тот же вопрос для натуральных чисел от 1 до 2008 (от 1 до 2009).

в) Для различных натуральных п будем рассматривать множество Nn = {1, 2, …, n} всех натуральных чисел от 1 до п. Попробуйте определить, для каких п все натуральные числа от 1 до п можно разбить на два множества таким образом, чтобы сумма цифр всех чисел одного множества была равна сумме цифр всех чисел второго?

Предложите свои обобщения и направления исследования в этой задаче и исследуйте их.

11. Диофантовы уравнения

1.  а) Найдите наименьшие натуральные значения a и b, при которых выполняется равенство 2a2 = 5b3. Будем называть такую пару наименьшим решением диофантового уравнения 2a2 = 5b3 (*) и обозначать ее (a0, b0).

б) Найдите все натуральные решения уравнения (*). Множество всех решений уравнения (*), записанных с помощью формул, будем называть общим решением этого уравнения.

в) Найдите наименьшее решение и общее решение произвольного уравнения 

рa2 = qb3 ,                                                                                                          (**)

где р и q – произвольные простые числа.

2. Пусть М1 и М2 – общие решения уравнений соответственно 

р1a2 = q1b3                                                                                                             (1)  

и                                                                  р2a2 = q2b3,                                                                       (2)

     где р1 и q1, а также р2 и q2 – различные простые числа, М – общее решение уравнения 

р1р2a2 = q1q2b3.                                                                  ( 3)

    Верно ли, что М = М1(М2? Здесь М1(М2 обозначает произведение множеств М1 и М2, т.е. множество, состоящее из всевозможных произведений элементов множеств М1 и М2. 

Будем называть в дальнейшем уравнения (1) и (2) – простейшими уравнениями вида (*), а уравнение (3) – произведением уравнений (1) и (2).

3. Постройте наименьшее решение и общее решение уравнения  

Рa2  =  Qb3,                                                                         (4) 

   где Р и Q – произвольные взаимно простые натуральные числа. Исследуйте вопрос о разложении общего решения уравнения (4) в произведение общих решений простейших уравнений вида (**), с коэффициентами рi и qj, являющимися простыми сомножителями чисел Р и Q.  

4. Постройте общее решение уравнения Рa( = Qb(, где Р и Q – произвольные натуральные числа, ( и ( – взаимно простые натуральные числа.

5. Предложите свои обобщения и направления дальнейшего исследования в этой задаче и исследуйте их.

12.     Целые точки на гиперболах

Рассмотрим ветвь гиперболы, заданной в декартовой прямоугольной системе координат уравнением xy = n, где n ( N, координаты точек которой удовлетворяют условиям x, y > 0. Эту ветвь гиперболы в дальнейшем для краткости будем называть положительной. Если обе координаты какой-либо точки, принадлежащей этой гиперболе, являются целыми числами, то такую точку будем называть целой.

1) Найдите количество целых точек на положительных ветвях гипербол: 

а) ху = 6, 

б) ху = 28, 

в) ху = n, где п – произвольное натуральное число.

2) Охарактеризуйте гиперболы (укажите условия, которым должно удовлетворять натуральное число п в формуле, задающей гиперболу), на положительных ветвях которых имеется: 

а) ровно одна целая точка; 

б) ровно две целые точки; 

в) ровно четыре целые точки.

г) для любого ли натурального числа s найдется гипербола, на положительной ветви которой имеется ровно s целых точек?

4) Рассмотрите вопросы пункта 2) в случае, когда рассматриваются целые точки на положительных ветвях двух различных гипербол ху = n и ху = т (трех и т.п.). Исследуйте вопрос о количестве целых точек, лежащих между положительными ветвями двух гипербол.

5) Пусть (x,y) точка в первой координатной четверти, через которую проходит гипербола A. Гиперболу Б называем ближайшей к гиперболе A в точке (x,y), если гипербола Б проходит, через одну из точек (x – 1; y), (x + 1; y), (x;  y – 1) или (x; y + 1). 

а) Сравните количество целых точек на ближайших гиперболах (интерес, например,  представляют оценки целых точек на гиперболе А через количество целых точек на четырех ближайших гиперболах)

б) Существуют ли и, если да, то как много ближайших гипербол с равным количеством точек; с таким количеством точек, что на одной из них ровно в k раз больше точек, чем на другой?

6) Предложите свои обобщения в этой задаче и исследуйте их.

13. Постройка  домов

Правила:  Имеется клетчатая доска и дома разных цветов, имеющие форму куба. Любой дом можно ставить только в клеточку. В клеточке помещается только один дом. Синий дом можно ставить в любой клеточке, красный дом можно построить только по соседству с синим, жёлтый  – по соседству с синим и красным домами (одновременно), зелёный –  по соседству с синим, красным и жёлтым домами.  Два дома называются соседними, если они граничат по «стенкам». Дом можно поставить и в такую клеточку, в которой уже стоит другой дом, при этом предыдущий дом сносится.

Вопросы: 

1. Какое max количество 

А) красных   Б) жёлтых   С) зелёных

домов можно построить на доске [image: image3.png]m X n



.

2. Рассмотрите различные формы досок. 

3. Попробовать решить задачу для n-угольных клеточек и соответствующих домов (доска может быть выпуклой).

4. Рассмотрите аналогичные задачи (к примеру, можно изменить правила стройки).

5. А если дома строить в пространстве,  для начала, «разделённом на кубики»?

Лавринович Л.И.

1. Код, исправляющий ошибку. Предположим, что требуется передать сообщение из 
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 нулей и единиц. Запишем его в виде квадратной таблицы 
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. Допишем к каждой строке сумму ее элементов по модулю 2. Получится еще один столбец. Затем аналогично поступим с каждым столбцом. Включая новый. Получим таблицу 
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а) Докажите, что если при передаче новой таблицы произойдет одна ошибка, то эту ошибку можно будет найти и исправить. 

б) Какое наименьшее число ошибок должно произойти, чтобы об этом нельзя было узнать.

в) рассмотрите аналогичную задачу, если код может состоять из k символов.

г) Предположим одно и тоже сообщение передается несколько раз. Известно, что при каждой передачи происходит определенное число ошибок. Какое наименьшее число передач необходимо, для того, чтобы с гарантией восстановить код?

2. Многоугольники в субцелочисленных решетках. Известна задача о расположении правильных многоугольников в целочисленных решетках. Рассмотреть данную задачу для случая, когда все вершины многоугольников могут лежать в некоторой окрестности узлов. Рассмотреть данную задачу, для почти правильных многоугольников.

3. Квадраты в различных системах счисления. Для данного числа N, записанного в десятичной системе счисления, определить существует ли такая система счисления, в которой число, записанное теми же цифрами, что и N, будет полным квадратом. Определить условия, когда не существует такой системы счисления. Если она существует, то определить единственна ли она.

4. Числа в различных системах счисления. Существуют числа, которые в различных системах счисления записываются одинаковым набором цифр. Например 
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. Попытайтесь найти еще такие числа и системы счисления. Получите условия их существования.

5. Выборы1. Выборы президента США не прямые, двухступенчатые. В первом туре избиратели каждого штата отдают свои голоса выборщикам, число которых равно числу членов палаты представителей и сената от данного штата. Избранным считается целиком список выборщиков, получивших большинство голосов. Избранным считается кандидат в президенты набравший абсолютное число голосов выборщиков. Какое наименьшее число голосов избирателей должен набрать кандидат, чтобы победить.

6. Выборы2.  Существуют множество алгоритмов и формул для определения формирования избирательных округов и формирования представительских органов. Исследовать данные алгоритмы. Попытаться построить свои алгоритмы.

7. Угадывание чисел. Двое играют в игру: один задумывает некоторое число, второй называет k чисел из промежутка от 1 до n. Первый прибавляет к задуманному числу одно из них и говорит результат и т.д. Найти минимальное число ходов, за которое второй игрок сможет определить задуманное число. Та же задача, но первый игрок проводит другую операцию над числами (вычитает, умножает, делит, возводит в степень и т.д)

8. Способы задания многоугольников. Есть различные способы задать многоугольники на плоскости. (Системы линейных неравенста, уравнения с модулями, параметрические уравнения.) Найти взаимосвязь между этими формами.

9. Фигуры наибольшей площади. На координатной плоскости задать множество точек наибольшей площади, удовлетворяющее условию: для любых двух точек множества площадь треугольника с вершинами в начале координат и в этой точке не превосходит 
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. 

10. Разложение на простейшие дроби. Рассматриваются дроби вида 
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. Можно ли представить произвольное число в виде суммы таких дробей с различными знаменателями. Рассмотреть ту же задачи для случая простых знаменателей.

11. Крестики-нолики. Двое играют в игру на бесконечном листе бумаги. За ход один ставит N крестиков в любом месте. Другой – M ноликов. Последующими ходами можно ставить крестики и нолики только в клетки с уже помеченными. Проигрывает тот, кто не может сделать хода. Исследовать выигрышные стратегии. (Квант 1971)

12. Разложение многочленов на множители. 

а) Найти различные между собой целые числа a, b, c, чтобы многочлен 
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 можно было разложить на множители с целыми коэффициентами.

б) Определите при каких условиях многочлен 
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 можно разложить на множители с целыми коэффициентами.

в) Рассмотрите многочлены более высокого порядка.

13.       Прямоугольники на координатной плоскости

На координатной плоскости заданы точки A(0, 0), B(0, b), C(a, b) D(a, 0), являющиеся вершинами прямоугольника (a>b>0). Отрежем от прямоугольника с правой стороны квадрат наибольшей площади. Затем повернем плоскость против часовой стрелки на 90° и, если это возможно, опять отрежем справа квадрат наибольшей площади. Затем опять повернем плоскость против часовой стрелки на 90° и т.д. Данный процесс будет конечным, если после нескольких таких операций получится квадрат. В противном случае он бесконечный.

1. Определите условия конечности данного процесса в зависимости от значений a, b.

2. Определите условия, при которых операция отрезания квадрата будет осуществляться после каждого поворота.

3. Если процесс конечен, определите координаты вершин оставшегося квадрата.

4. Пусть a, b соотносятся в золотом сечении, т.е. 
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, найдите координаты точки, которая останется после бесконечного числа отрезания.

5. Если процесс бесконечный, определите координаты оставшейся точки.

6. Пусть заданы координаты четырех вершин квадрата, определить существует ли прямоугольник, из которого с помощью описанных выше операций можно получить данный квадрат. Если существует, найдите координаты вершин такого прямоугольника: 

а) по крайней мере координаты одного такого прямоугольника; 

б) попробуйте описать множество таких прямоугольников (описать множество их вершин (рекуррентно или каким-либо другим способом)).

7.  Пусть дана точка на плоскости, определите существует ли прямоугольник, из которого с помощью бесконечного числа описанных выше операций можно получить данную точку. Если существует, найдите координаты его вершин.

Наумик М.И.

1. Количество пар друзей.

На вечеринке компанию из 20 человек требуется усадить за 4 стола. Рассадка называется удачной, если любые два человека, оказавшиеся за одним столом, являются друзьями. Выяснилось, что удачные рассадки существуют, причем при любой удачной рассадке за каждым столом сидят ровно по 5 человек. Каково наибольшее возможное количество пар друзей в этой компании?

Каково наибольшее возможное количество пар друзей в этой компании, если:

1) поменять количество друзей и столов;

2) поменять количество человек за столом;

3) за частью столов сидит одно количество человек, а за другой частью столов сидит другое количество человек.

Обобщите эту задачу для n человек.

2. Необычные разрезания. Вася отметил 10 клеток в клетчатой таблице 10 × 10 клеток. Всегда ли Петя может вырезать из этой таблицы по линиям сетки 19 фигурок вида:

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	 
	

	
	

	 
	


	
	
	
	


так, чтобы фигурки не содержали отмеченные клетки?

Обобщить эту задачу в разных направлениях.

3.   «Степенные» диофантовы уравнения.    а) Найдите все пары натуральных чисел  n > 1  и  k, для которых                             1n + 2n + … + (n – 1)n = nk.

    б) Решить в натуральных числах 1n + 2n + … + хn = (х + 1)у.

4. Гараж     а) Гараж в Витебске представляет собой квадрат 7 × 7 клеточек, в каждой из которых можно поставить машину. Одна из сторон угловой клетки удалена (это ворота). Машина ездит по дорожке шириной в клетку. Разместите как можно больше машин в гараже таким образом, чтобы любая могла выехать, когда другие стоят.

Та же задача, если:

б) другие размеры гаража;

в) в гараже несколько ворот.

Обобщите задачу для m × n.

5. Тест

Тест состоит из 30 вопросов, на каждый есть 2 варианта ответа (один верный, другой – нет). За одну попытку Витя отвечает на все вопросы, после чего ему сообщают, на сколько вопросов он ответил верно. Сможет ли Витя действовать так, чтобы гарантированно узнать все верные ответы не позже, чем после 24-й попытки (и ответить верно на все вопросы при 25-1 попытке)?

А если изменить число вопросов?

А если изменить число ответов?

6.  Прямая Симпсона

a) Прямая Симпсона для треугольника;

b) Прямая Симпсона для вписанного четырехугольника;

c) Прямая Симпсона для вписанного пятиугольника;

d) Прямая Симпсона для вписанного шестиугольника;

e) Прямая Симпсона для вписанного n-угольника.

7. Теорема Дроз-фарни и ее обобщение 

a) Пусть две взаимно перпендикулярные прямые, проходящие через ортоцентры треугольника, высекают на прямых, содержащих стороны треугольника, три отрезка. Середины этих трех отрезков лежат на одной прямой.
b) Дан треугольник АВС, точка Р и проходящая через нее прямая d. Прямая, симметричная АР относительно d, пересекает ВС в точке А(. Прямая В(, С ( определены аналогично. Тогда  А(, В(, С ( лежат на одной прямой.
8. Арифметические прогрессии

a) Дана  строго возрастающая последовательность натуральных чисел         S1, S2, S3,..    такая, что каждая из двух последовательностей  

               SS1, SS2, S S3,.. и  SS1+2, S S2+2, S S3+2,.. является арифметической прогрессией.   

             Докажите, что последовательность   SS1, SS2, S S3,.. также является 

             арифметической последовательностью.
b) Могут ли  SS1, SS2, S S3,.. и  SS1+2, S S2+2, S S3+2,.. являться арифметическими последовательностями. Если да, то будет ли в этом случае и последовательность S1, S2, S 3,.. также арифметической.

c) Аналогичные вопросы и для последовательностей                                     SS1, SS2, S S3,.. и  SS1+к, S Sк+2, S Sк+2,..

9.  Наперстки и монеты    

a) По кругу стоят 100 наперстков. Под одним из них спрятана монетка. За один ход разрешается перевернуть четыре наперстка и проверить, лежит ли под одним из них монетка. После этого их возвращают в исходное положение, а монетка перемещается под один из соседних с ней наперстков. За какое наименьшее число ходов наверняка удастся обнаружить монетку?

b) Если монеток n?

c) Если монетка перемещается под один из близ стоящих наперстков.

10. Необычные равенства

a) Пусть n(3. Докажите, что существуют целые отличные от нуля числа          х1, х2, хn  такие, что

х1 х2 хn = ( х2 + х3+…+ хn )( х1 + х3 +…+ хn )( х1 + х1 +…+ хn-1 ).

b) Найдутся ли такие х1, х2, хn  целые отличные от нуля числа, что

х1 х2 хn = ( х3+ х4+…+ хn )( х1 + х4 +…+ хn )( х1 + х1 +…+ хn-2 ).                  
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